
УЧП Инд. задания: тема 1 Байков А.Е.

 ИНД. ЗАДАНИЯ 
по «Уравнениям в частных производных» 

Тема 1 «Разделение переменных в полярных 
координатах» 

Пусть  — полярные координаты. Рассмотрим уравнение 
Лапласа 

  

в одной из следующих областей: круг, кольцо, полукруг, 
полукольцо или сектор круга. Требуется найти интегральное 
представление решения краевой задачи, выполнив разделение 
в полярных координатах. Для этого: 
1) получить и решить спектральную задачу (задачу Штурма

—Лиувилля); 
2) представить решение краевой задачи в виде ряда по 

собственным функциям спектральной задачи, 
предварительно разложив в аналогичный ряд правую 
часть уравнения/краевого условия; 

3) подставить этот ряд в краевую задачу и получить краевые 
задачки относительно коэффициентов разложения 
(коэффициентов Фурье); 

4) решить краевые задачки и найти коэффициенты Фурье; 
5) получить формулу интегрального представления решения 

краевой задачи и просуммировать ядро; 
6) найти коэффициенты Фурье для указанной правой части 

уравнения/краевого условия, представить решение в виде 
ряда, визуализировать приближение Фурье достаточной 
глубины. 

Пример. Рассмотрим следующую краевую задачу для 
уравнения Лапаса в секторе : 
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Рассмотреть следующую граничную функцию . 
Обозначение: 

. 

1) Получим и решим спектральную задачу (задачу 
Штурма—Лиувилля).  
Найдём нетривиальные гармонические функции в  секторе , 
имеющие вид . Подстановка в уравнение 
Лапласа и краевые условия  даёт 

соотношения 

 

Из краевых условий и нетривиальности функций  и  

следует, что , . Разделяем переменные в 

уравнении: 

 

поскольку  и  — независимые переменные. Спектральная 
задача (задача Штурма—Лиувилля) имеет вид 

Δu = 0,

uρ
ρ=1

= φ(θ),

u θ=0 = 0,

u θ= π
6

= 0.

φ(θ) = 1

Ω = {x = ρ cos θ, y = ρ sin θ : 0 < ρ < 1, 0 < θ <
π
6 }

Ω
U(ρ, θ) = Z(ρ)Y(θ)

U
θ=0

= 0, U
θ= π

6
= 0

Z′ ′ (ρ)Y(θ) +
1
ρ

Z′ (ρ)Y(θ) +
1
ρ2

Z(ρ)Y′ ′ (θ) = 0,

Z(ρ)Y(0) = 0, Z(ρ)Y ( π
6 ) = 0.

Z Y

Y(0) = 0 Y ( π
6 ) = 0

ρ2Z′ ′ (ρ) + ρZ(ρ)
Z(ρ)

=
−Y′ ′ (θ)

Y(θ)
= λ = const,

ρ θ

15.02.23 — —2 Версия 1.0



УЧП Инд. задания: тема 1 Байков А.Е.

 (1) 

Решим задачу Штурма—Лиувилля (1). Пусть . 

Рассмотрим три случая. 

a) Пусть  , . Общее решение уравнения 
 есть . Подставим 

общее решение в краевые условия: 

 

Перед нами система линейных однородным 
алгебраических уравнений. Нетривиальное решение 
системы существует тогда и только тогда, когда её 
определитель равен нулю: 

.  Отсюда . 

Последнее невозможно, потому что . 

b) Пусть  . Общее решение уравнения  есть 
. Результат подстановки в краевые 

условия: , . Отсюда следует, что 
 — не собственное значение. 

c) Пусть  , . Общее решение уравнения 
 есть . 

Подстановка общего решения в краевые условия 
приводит к системе 

−Y′ ′ (θ) = λY(θ), 0 < θ <
π
6

,

Y(0) = 0,

Y ( π
6 ) = 0.

l =
π
6

λ < 0 ω = −λ
Y′ ′ − ω2Y = 0 Y = C1e−ωθ + C2eωθ

{
C1 + C2 = 0,
C1e−ωl + C2eωl = 0.

1 1
e−ωl eωl = eωl − e−ωl = 0 e2ωl = 1

ω = −λ > 0

λ = 0 Y′ ′ = 0
Y = C1θ + C2

C2 = 0 C1l + C2 = 0
λ = 0

λ > 0 ω = λ
Y′ ′ + ω2Y = 0 Y = C1 cos ωθ + C2 sin ωθ
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     (2) 

Система (2) имеет нетривиальные решения тогда и только 

тогда, когда . Отсюда , . 

 Итак, собственные значения задачи Штурма—Лиувилля 

(2) есть  , , а соответствующие 

собственные функции имеют вид  , . 

2) Представим решение краевой задачи в виде ряда по 
собственным функциям спектральной задачи, 
предварительно разложив в аналогичный ряд правую 
часть уравнения/краевого условия. 

Функция , поэтому она допускает 

разложение в ряд по собственным функциям из пункта 1). Это 
разложение имеет вид тригонометрического ряда Фурье 

  

где коэффициенты Фурье вычисляются по формуле 

  (3) 

которая следует из общей формулы для коэффициентов Фурье 

функции  относительно ортогонального базиса 

: 

 

{C1 = 0,
C1 cos ωl + C2 sin ωl = 0.

sin ωl = 0 ωk =
πk
l

k ∈ ℕ

λk =
π2k2

l2
= (6k)2 k ∈ ℕ

Xk(x) = bk sin(6kθ) bk ≠ 0

φ ∈ L2 (0,
π
6 )

φ(θ) =
∞

∑
k=1

φk sin(6kθ),

φk =
12
π

π
6

∫
0

φ(τ)sin(6kτ)dτ,

φ ∈ L2 (0,
π
6 )

{e1, e2, …}

φk =
(φ, ek)
∥ek∥2

.
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Здесь ,  — скалярное произведение и норма в 

пространстве ;   

. Решение краевой задачи 

для уравнения Лапласа в секторе  будем искать в виде 
аналогичного разложения 

. (4) 

3) Подставить этот ряд в краевую задачу и получить 
краевые задачки относительно коэффициентов 
разложения (коэффициентов Фурье). 

Подставим ряд (4) в уравнение Лапласа и краевое 
условие Неймана, формально (т.е. к каждому члену ряда) 
применив оператор Лапласа и оператор нормальной 
производной на окружности: 

 

Приравнивая коэффициенты Фурье из правых частей равенств 
к соответствующим коэффициентам Фурье из левых частей, 
получаем уравнения и краевые условия задачек для .  

Также мы должны позаботиться о том, чтобы отыскиваемое 
решение не имело особенности в центре круга, т.е. когда 

.  Можно апеллировать к теореме об устранимой 

( ⋅ , ⋅ ) ∥ ⋅ ∥

L2 (0,
π
6 ) sin(6kθ)

2
=

π
6

∫
0

sin2(6kθ)dθ =

=

π
6

∫
0

( 1
2

+
1
2

cos(12kθ)) dθ =
π
12

30∘

u(ρ, θ) =
∞

∑
k=1

uk(ρ)sin(6kθ)

∞

∑
k=1

(ρ2u′ ′ k + ρu′ k − (6k)2uk) sin(6kθ) = 0,

∞

∑
k=1

u′ k(1)sin(6kθ) =
∞

∑
k=1

φk sin(6kθ) .

uk

ρ → + 0
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особенности, но мы поступим проще, потребовав от 
коэффициентов Фурье ограниченности при . Отсюда 
краевые задачки для коэффициентов  имеют вид: 

 (5) 

4) Решим краевые задачки и найдём коэффициенты 
Фурье. 

Общее решение уравнения Эйлера 
  

имеет вид  для . Из 
асимптотического условия задачки (5) немедленно следует, 
что  для любых  . Тогда , 

. Тогда подстановка в краевое условие 
задачи (5) даёт , откуда . Таким образом, 

. (6) 

5) Получим формулу интегрального представления 
решения краевой задачи и просуммируем ядро. 
Подставим формулы (6) для коэффициентов Фурье в ряд (4): 

. 

Далее подставим в последнюю формулу (3) для 
коэффициентов Фурье разложения граничной функции, после 
чего изменим порядок интегрирования и (бесконечного) 
суммирования: 

ρ → + 0
uk

ρ2u′ ′ k + ρu′ k − (6k)2uk = 0, 0 < ρ < 1,
uk(ρ) = O(1) при ρ → + 0,
u′ k(1) = φk,

ρ2Z′ ′ + ρZ′ − (6k)2Z = 0
Zk(ρ) = Ckρ−6k + Dkρ6k k ∈ ℕ

Ck = 0 k ∈ ℕ Zk(ρ) = Dkρ6k

Z′ k(ρ) = 6kDkρ6k−1

6kDk = φk Dk =
φk

6k
uk(ρ) =

φk

6k
ρ6k

u(ρ, θ) =
∞

∑
k=1

φk

6k
ρ6k sin(6kθ)
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где 

 — 

ядро интегральной формулы. Мне не удалось просуммировать 
этот ряд в MAPLE  суммирую самостоятельно. 

•   

, 

; . 

• Просуммируем ряд 

, где  

. 

• Продифференцируем ряд  по : 

. Но тогда 

. 

u(ρ, θ) =
∞

∑
k=1

12
6πk

ρ6k sin(6kθ)

π
6

∫
0

φ(τ)sin(6kτ)dτ =

π
6

∫
0

K(ρ, θ, τ)φ(τ),

K(ρ, θ, τ) =
∞

∑
k=1

2
πk

ρ6k sin(6kθ)sin(6kτ)

⇒

sin(6kθ)sin(6kτ) =
1
2 (cos 6k(θ − τ) − cos 6k(θ + τ)) ⇒

K1(ρ, θ, τ) =
∞

∑
k=1

1
πk

ρ6k cos (6k(θ − τ))

K2(ρ, θ, τ) =
∞

∑
k=1

1
πk

ρ6k cos (6k(θ + τ)) K = K1 − K2

K0(ρ, θ, τ) =
∞

∑
k=1

1
πk

ρ6k cos (6kα) =

= ℜ
∞

∑
k=1

1
πk

ek(6iα + ln ρ6) = ℜ
∞

∑
k=1

1
πk

qk

q = eln ρ6+6iα = ρ6e6iα = ρ6 cos 6α + iρ6 sin 6α
∞

∑
k=1

1
πk

qk q

(
∞

∑
k=1

1
πk

qk)
′ 

=
∞

∑
k=1

1
π

qk−1 =
∞

∑
k=0

1
π

qk =
1

π(1 − q)
∞

∑
k=1

1
πk

qk =
q

∫
0

dq̃
π(1 − q̃)

= −
1
π

ln(1 − q̃)
q

0

= −
1
π

ln(1 − q)
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• Итак, 

. Проверим корректность 

суммирования в MAPLE, сравнив конечное выражение для 
 с частичной суммой ряда. 

K0(ρ, θ, τ) = ℜ
∞

∑
k=1

1
πk

qk = −
1
π

ℜ ln(1 − q) =

= −
1
π

ln |1 − q | = −
1
π

ln (1 − ρ6 cos 6α)2 + ρ12 sin2 6α =

= −
1

2π
ln (1 − 2ρ6 cos 6α + ρ12)

K0
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• Но тогда 

. 

6) Найдём коэффициенты Фурье для указанной правой 
части уравнения/краевого условия, представим решение в 
виде ряда, визуализируем приближение Фурье 
достаточной глубины. 
Найдём коэффициенты Фурье функции . Имеем 

, 

поэтому при чётных  имеем , а при нечётных  — 

. Таким образом, ряд Фурье для решения краевой 

задачи имеет вид 

 

. 

Визулизируем приближения Фурье в MAPLE, попробовав 
частичные суммы разной глубины. 

K(ρ, θ, τ) = K1(ρ, θ, τ) − K2(ρ, θ, τ) =
= −

1
2π

ln (1 − 2ρ6 cos 6(θ − τ) + ρ12) +
1

2π
ln (1 − 2ρ6 cos 6(θ + τ) + ρ12)

=
1

2π
ln

1 − 2ρ6 cos 6(θ + τ) + ρ12

1 − 2ρ6 cos 6(θ − τ) + ρ12

φ(θ) = 1

φk =
12
π

π
6

∫
0

sin(6kτ)dτ = −
12

6πk
cos(6kθ )

π
6

0
= −

2
πk ((−1)k − 1) =

2
πk (1 − (−1)k)

k φk = 0 k

φk =
4
πk

u(ρ, θ) =
∞

∑
k=1

1
6k

2
πk (1 − (−1)k) ρ6k sin(6kθ) =

=
∞

∑
j=0

2
3π(2j + 1)2

ρ12j+6 sin ((12j + 6)θ)
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Ситуация на дуге значительно улучшилась, осцилляции 
исчезли.
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